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17. Uber die mechanische
Bedentung der Temperatur und der Entropie.
Von Max Planck in Berlin.

Die fiar jede mechanische Theorie der thermischen Vor-
pinge fundamentale Frage nach der mechanischen Bedeutung
des Temperaturbegriffes hiangt anfs engste zusammen mit der-
jenigen nach der mechanischen Bedeutung der Entropie, welche
Grifle ja mit der Temperatur durch die bekannte thermo-
dynamische (leichung 7.4 8 = dQ verkniipft ist. Durch Be-
antwortung der einen Frage ist also die andere zugleich mit
orledigt.  Wihrend sich nun aber in fritherer Zeit das nichste
Interesse naturgemaB der Temperatur als der direkter meB-
barer’ GriBe zawandte, und die Entropie erst als ein daraus

- abzuleitender komplizierterer Begriff erschien, hat sich heute das

Verhiltnis eher umgekehrt: es gilt vor allem die Entropie
mechaniseh zu erkliren; dann ist dadurch auch die T emperatur
"‘Pgiﬂiﬂh mit definiert. Der Grund zu dieser Anderung der
1‘ ragestellung liegt in folgendem: Bei allen auf breiterer Grund-
lage augelegten Versuchen, die Thermodynamik rein mecha-

' I““‘Q}\{'&Ufzufassen, 5o z. B. bel der von Helmholtz entwickelten

"’ .
Ieorie der monozyklischen Systeme, hat sich immer wieder
ruusgestellt, was auch von vornherein einleuchtend ist, daB
WAR 2y o ... . . L
W zu einer allseitig begrindeten mechanischen Definition

dep 1 P
‘.t,,[]_remperatur nur gelangen kann, wenn man auf die Eigen-
timlich ke . A . N ;

ichkeiten qeg » Warmegleichgewichtes zuriickgeht.!) Dieser

i}:ﬁltﬂdis-tl aber ip ‘s.e‘i.ner vollen Bedeutung nur vom TS“tand-
gleichwe:i}' ‘]:réfvermbihtat aus zu verstehen. Denn das Wirme-
irre\’e;sibib t ist nur zu definiren als de‘r Enc.Izustand, dem alle

en Prozesse zustreben. So fithrt die Frage nach der

1 . . . . . -
LW ) Auch gig Bedingung, daB T cinen ,integrierenden Nenner“ des

firmeg; .
" é“edlﬂ'erenuals d ¢ darstellt, genitgt bekanntlich noch nicht zur voll-

findj iti l -
Ligg; 80 Definition dey Temperatur, sondern LBt gerade thre wichtigste
Gensehaft unbestimmt.

Bolt, |
fzmanu-Festsc]u-Ift. S
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Temperatur mit Notwendigkeit zur Frage vach dem Wesen g,
Irreversibilitit, und dies seinerseits liegt ausschlieblich begriingy
in der ¥xistenz der Entropiefunktion. Letztere Gréle bildet gl

et s e oo o e

den primiiren, allgemeinen, fiir alle Arten von Zustinden yyy |
Zustandsiinderungen bedeutungsvollen Begriff, wahrend g, -
Temperatur daraus erst hervorgeht mittels der speziellen By, !
dingung des Wiarmegleichgewichtes, in welchem die Entropj,
ihr Maximum crreicht. Eine Entropie besitzt ein Korper nag
dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in jedem Zust‘mde 3

einc Temperatur aber nur dann, wenn der Zustand in gerlSSpm
Sinne stationir geworden ist. So kann man z. B. fiir ein Gy
mit ganz beliebig vorgeschriebener Geschwindigkeitsverteilung
stets die Entropie angeben, die Temperatur aber nur dany,
wenn die Geschwindigkeitsverteilung mit der I\’I&X\Nellbchen
genau oder nahezu zusammenfallt.

Clausius und Maxwell scheinen noch nicht den Versuch
ciner direkten allgemeinen mechanischen Definition der Entrope
gemacht zu haben. Diesen Schritt zu tun, war erst L. Bolts. ;

mann vorbehalten, welcher, ausgehend von der kinetischey |
Theorie der Gase, die Entropie allgemein und eindeutig durch

den Logarithmus der Wahrscheinlichkeit des mechanische; |

Zustandes definiert hat. Neuerdings ist der Boltzmannsche |

mechanischen Definition der Entropie eine andere, und sogar
noch eine zweite und eine dritte, an die Seite gestellt wordey,
und zwar ebenfalls auf Grundlage der Wahrscheinlichkeits.

rechnung, in dem Werke iiber statistische Mechanik von |

J. W. Gibbs. Die Gibbsschen Definitionen erheben insoferz
Anspruch auf allgemeinere Bedeutung, als sie von vornherein
gar keine besonderen Annahmen iiber die Natur des betrach-
teten mechanischen Systems zur Voraussetzung haben; sic

lassen sich prinzipiell mit demselben Erfolge auf Systeme von |

vielen, wie auch von wenigen Freiheitsgraden, bestehend aus |
gleichartigen oder aus ungleichartigen Bestandteilen, anwenden; |
jeder einzelnen Definition der Entropie entspricht natirlich |
gemdl der schon oben erwihnten Gleichung 4@ = 7.4 eine

besondere Definition der Temperatur. Fir Systeme von einer
sehr groflen Zahl von Freiheitsgraden fithren aber, wie Gibhbs
allgemein zeigt, seine drei verschiedenen Definitionen immer

zu demselben Resultate, so daf z. B. fir einen Komplex ven .
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sehr vielen Molekiilen, wie ihn jeder warme Kérper vorstellt,

aur cipe einzige Definition der Entropie tbrig bleibt, welche
mit derjenigen der Thermodynamik {tbereinstimmt.

Es sollen nun in der folgenden Studie die genannten ver-
schiedenartigen Definitionen niher ins Auge gefalit und ihre
Bedeutung an der Hand eines einfachen Spezialfalles verglichen
werden, um daraus womdglich Anhaltspunkte zu gewinnen zur
Entscheidung der prinzipiellen, von Gibbs noch offen ge-
lassenen Frage, welcher Definition der Enfropie und der Tem-

peratur cndgiltig der Vorrang vor den iibrigen zuzuerkennen

ist. Wir betrachten zu dem Zwecke ein mechanisches System,
welches aus einer groBen Zahl n frei beweglicher in ein be-
stimmtes Volumen v eingeschlossener materieller Partikel
(Atome) besteht. Die Knergie ¢ des Systems sei nur kine-
tischer Art:

is soll die Entropie dieses Systems nach den verschiedenen
vorliegenden Definitionen berechnet werden.

Sowohl Boltzmann als auch Gibbs gehen aus von dem
Begritf einer Komplexion (,Phase), d. h. der Gesamtheit
der gleichzeitigen Werte der unabhéingigen 3n Koordinaten

e By o2, g, 2, und der 3n Impulse my iy, my g, my L
My by m gy om Z. Jeder einzelnen Partikel sind drei be-

stimmte Koordinaten und drei bestimmte Impulse zugeordnet,

v welche ihve Lage und ihre (Geschwindigkeit angeben. Im

allgemeinen werden alle in dem System enthaltenen Partikel

von Natuy verschiedenartig sein. HFalls gleichartige unter ihnen
vorkommen, so sind, um Unbestimmtheiten zu vermeiden, die-
selben numeriert oder in irgend einer anderen Weise individuell
“harakterisiert zu denken. Denn wenn eine Zustandsinderung
les Systems dureh eine gegebene Anderung der Koordinaten
un(.{ Impulse eindeutig bestimmt sein soll, so muB man wissen,
3’“1' welche Partikel sich jede Koordinate und jeder Impuls
bezieht,

Untersuchen wir nun zunichst den Fall des stationiren
P::;?Eéllngiszustandes, Lmd.T Zwar Lll}ter d‘er ..{111121111.118, d'uB. alle
Uhemisd-c es Systems von ;\atgr gleichartig mnd,"wm bei einem

¢ homogenen einatomigen Gase. Dann fithren alle ver-
g*
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schiedenen Definitionen der Entropie zu dem nimlichen py |

der Thermodynamik tbereinstimmenden Ausdruck. Fir g
Boltzmannsche Definition darf dies als bekannt vorausgesety
werden,!) fiir die drei Gibbsschen Definitionen dagegen i
die direkte Berechnung vielleicht nicht ohne Interesse, zumy)
dieselben sich schon in der #uferen Form von der Boltzmanyy,
schen sehr erheblich unterscheiden. Ja, die erste scheint 80gar
auf den ersten Anblick einen entgegengesetzten Sinn zu habep
Wiahrend nimlich Boltzmann die Entropie durch den Logﬁ_
rithmus der Wahrscheinlichkeit definiert, ist die Entropie nge,
der ersten Definition von Gibbs der negativ genommep,
mittlere Logarithmus der Wahrscheinlichkeit. Bei irreversible,
Prozessen nimmt also bei Gibbs der mittlere Logarithmygs
der Wahrscheinlichkeit ab, wihrend bei Boltzmann der Logs.
rithmus der Wahrscheinlichkeit zunimmt. Dieser Widersprue)
der beiden Definitionen der Entropie ist aber nur ein schei.
barer, er verschwindet sogleich, wenn man darauf Ricksich
nimmt, daB die beiden Autoren mit dem Worte Wahrscheip.
lichkeit hier ginzlich verschiedene Begriffe verbinden. Dies muf
zunichst niher erdrtert werden.

Boltzmann gewinnt den Ausdruck fir die GroBe der
Wahrscheinlichkeit dadurch, dab er ausgeht von dem Unter
schied zwischen einem Zustand des betrachteten Systems ung
einer Komplexion des betrachteten Systems. Ein Zustand des
Systems ist bestimmt durch das Gesetz der Raum- und Ge
schwindigkeitsverteilung, d. h. durch die Angabe der Anzahl

Partikel, welche in jedem einzelnen Elementargebiet des Raumes |-

und der Geschwindigkeiten liegen, wobei angenommen ist, dal
auf jedes der als gleichgrof angenommenen Elementargebiste
immer noch sehr viele Partikel entfallen. Hiernach umfsft
ein bestimmter Zustand des Systems eine sehr groBe Anzahl
von Komplexionen. Denn wenn irgend zwei Partikel, welche
verschiedenen Gebieten angehren, ihre Koordinaten und Im-
pulse tauschen, so erhilt man eine neue Komplexion, aber den
nidmlichen Zustand. Nimmt man nun mit Boltzmann alle
Komplexionen als gleichwahrscheinlich an, so ergibt die Anzahl

p- 88 ff. 1896,

1) Vgl. z. B. L. Boltzmann, Vorlesungen iiber Gastheorie 1 1
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dér Komplexionen, welche ein bestimmter Zustand umfaft, zu-
gleich auch die Wahrscheinlichkeit und mithin die Entropie
des Systems in dem betreffenden Zustande, bis auf eine un-
pestimmt bleibende additive Konstante. Fiir diese Definition
der Entropie ist offenbar die gemachte Voraussetzung wichtig,
daB alle Partikel gleichartig sind; denn sonst wiirde eine Ver-
tausbhung von Partikeln aus verschiedenen (Gebieten nicht nur
die Komplexion, sondern auch den Zustand andern.

Bei Gibbs dagegen spielt die Frage nach der Gleich-
artigkeit der in dem System enthaltenen Partikel fiir die Be-
stimmung der Entropie ebensowenig eine Rolle, wie die nach
dem Gesetz threr Raum- und Geschwindigkeitsverteilung. Die
Definition der Entropie erfordert hier iberhaupt gar kein
niheres Kingehen auf die Natur des betrachteten Systems.
Was hier in Rechnung gezogen wird, ist vielmehr die Ge-
samtheit der Komplexionen, die man erhilt, wenn man dem
System alle innerhalb besonderer Beschrankungen moglichen
verschiedenen Werte der Koordinaten und der Geschwindig-
kgiten erteilt denkt. Die Werte der Koordinaten sind durch
die GroBe des gegebenen Volumens v beschrankt, fur die Ge-
schwindigkeiten aber werden besondere Festsetzungen getroffen,
und je nach der Wahl dieser Festsetzungen erhilt man ver-
schiedene Definitionen der Entropie.

Bei der ersten Definition von Gibbs werden alle Ge-
S?hw1ndigkeiten von — oo bis 4+ oo, also alle Werte der
Energie & des Systems zwischen 0 und oc als mébglich zuge-

lassen, und es wird die Wahrscheinlichkeit P einer XKomplexion

(Odfsr. eines Zustandes, was hier keinen Unterschied macht)
lefiniert qurch die Hestsetzung:

¥—¢
P:g@ ’

%obel v und @ Konstante vorstellen, welche bestimmt sind

durc'h den Wert 1 des Integrals von P iiber das ganze Kom-

%leansg.ebiet, und durch den Mittelwert s der Energie fir alle
omplexionen, eine jede nach MaBgabe ihrer Wahrscheinlich-
®t gerechnet. Dies ergibt fiir den vorliegenden Fall:

U= [ [Pds .. deymdi ..omiz,
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oder, it Substitution des Wertes von 2 und Ausfithrung g

lnteumtmnen iiber die Koordinaten und die Geschwmdxgkemem

wobei ¢ durch Gleichung (1) gegeben ist:

3 ?JZ
l=co.v".(2am@)2
Ferner:

gf....f])(l;v]....ma’én=f....f£Pd.r1....mdz'ﬂ_

Daraus auf adhnliche Weise:
£ = 2n0.

Hieraus folgen fir @ und y die Werte:

26

4nms 25

- = logv

Nun ist nach Gibbs die Entrople der negatw genomniene

wmittlere Logarithmus der Wahrscheinlichkeit, also:
—log# = 5—_@—1’1 = 3?” log & 4+ n log v < const.

und dieser Ausdruck entspricht in der Tat nach GroBe und

Vorzeichen der Entropie eines einatomigen Gases. Insbesonders

verhalten sich die Koeffizienten der beiden Logarithmen, welche

das Verhiltnis ¢/(c, — ¢, angeben, wie 3:2.

Bei der zweiten Definition von Gibbs wird nicht ein
Mittelwert, sondern der genaue Wert der Energie des Systems
als gegeben angenommen; bei der Berechnung der Entropie
werden aber alle diejenigen Geschwindigkeiten der Partikel in
Betracht gezogen, welche einer Energie des Systems entgprechen,
die kleiner ist als die gegebene Energie & Dann ist die
Entropie gleich dem Logarithmus des Volumens 7 des ge
samten so erhaltenen Komplexionsraumes. Daher erhilt ma
hier fiir die Entropie:

log ¥ =log (... [du....dz, mdiy....md3,.

Die Grenzen der Integrale fir die Koordinaten z,..
sind bestimmt durch das gegebene Volumen » des System&

die Grenzen fir die Geschwindigkeitskomponenten i, ....%, |

aber dadurch, daB:

Tm{ii 4.+ =e.

o asiresima e m.,,.,_w__,.,‘w;,;,f.;@
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- Jode einzelne Geschwindigkeitskomponente liegt also notwendig
swischen den Grenzen =+ J2e/m. Die weitere Berechnung er-
gibt fiir die Entropie:

logl":logv”—l—logf....fd (;1]/2”;) ‘._.d(z'a"]/g).(2£7n)T,

wobei das Integrationsgebiet bestimmt ist durch die Bedingung:

N2 N2
(1:1 2712) +....+(£n]/£) =1.

Man ersieht hieraus, dal das 3n-fache Integral folgenden Wert
bositzt:

o

an

(2em)2 . C,
wobel € cine reine Zahl vorstellt. Daraus folgt fiir die Entropic:

leg V= nlogv + ?'?”loge + const.,

wesentlich iibereinstimmend mit der ersten Definition der
“lintropie.

Die dritte Gibbssche Definition der Entropie endlich hingt
mit der zweiten einfach dadurch zusammen, dall man die
Entropie nicht = log 7, sondern = logd Vlde setzt. Da nun
Jiach der letzten Gleichung durch Differentiation:

Vde 28 de 2%
~ 30 ergibt sich nach der dritten Definition fir die Entropie:

log %g = log ¥ — log ¢ 4~ const.

= nlogv + (322 — 1) log ¢ + const,

:'Llso, da n eine groBe Zahl ist, wiederum wesentlich der
frithere Wert,

Fiir den Fall vieler gleichartiger Partikel im stationiiren
ﬁnei‘t‘iegungszustand fithren mithin die verschiedenartigen De-
) 10[1?!1 alle im wesentlichen zu demselben Ausdruck der
‘leqlltlfople._ Darz}us folgt, fiaB sich aus der Untersuchung dieses
"U‘ld PGS kemerlg‘.Entsche}dung zu gunsten dgr einen oder der
- ren Deﬁmtl.on ableiten laft. Gehen wir nun aber iiber

dem allgemeinen Fall, daB von den Partikeln mehrere ver-
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schiedene Arten vorhanden sind, wie er bel elner Misehyy,

verschiedener (Gase realisiert ist, und fragen hierfir nach g,
Ausdruck der Entropie, so ergeben die Definitionen von Boly,,
wann und ven (Fibbs wesentlich abweichende Resultate, Die
Boltzmannsche Definition liefert nimlich mit Riicksioy
darauf, dal nun die Anzahl der Komplexionen, welche eing,
gegebeuen Zustande entsprechen, wesentlich modifiziert wirg
einen Wert fur die Entropie, welcher dem aus der Thermo
dynamik abgeleiteten in jeder Hinsicht entspricht, einschliefljy,
derjenigen Glieder, die von den Konzentrationen der verschi,
denen Atomarten herrithren. Die Gibbsschen Definitiong,
dagegen, welche auf die Natur der Partikel gar keine Rick.
sicht nehimen, ergeben wieder dieselben Ausdriicke, die ohg
berechnet sind, sie erteilen also zunichst keinen Aufschlyp
iber die Art, wie die verschiedenen Konzentrationen in ¢,
additive Konstante des Entropicausdruckes eingehen. Wy
man auf diesem Wege zu der thermodynamischen Form de
Entropie gelangen, so ist hier eine nachtrigliche Erginzung
der Definition der Entropie notwendig, und diese Frginzung
kann nur dadurch geliefert werden, daB man zu den frither
betrachteten Komplexionen noch neue Komplexionen mit iy
die Berechnung hineinzieht, indem n#mlich nicht nur die K.
ordinaten und die Geschwindigkeitskomponenten, sondern auch
die Anzahl der verschiedenartigen Partikel des Systems inner
halb gewisser Iestsetzungen variiert wird. Diesen Schritt hat
Gibbs auch vollzogen im letzten Kapitel seines angefiihrien
Werkes durch die Einfihrung des ,grand ensemble® im
(zegensatz zu dem bis dahin allein benutzten ,petit ensembler,
wobei die Betrachtungen allerdings etwas verwickelt werden,
Immerhin gelangt man durch sie schlieBlich zu den bekannten
thermodynamischen Formeln,

Vergleicht man nun an der Hand der angestellten Uber-
legungen die Eigentimlichkeiten der verschiedenartigen Wegs,
welche zur Gewinnung des Ausdruckes der Fntropie einge-
schlagen werden konnen, so 138t sich bel der Boltzmann-
schen und bei den Gibbsschen Definitionen ein sehr wesent-
licher Unterschied feststellen. Wil man nimlich fiir ein in
stationiren Bewegungszustand befindliches System mit ge-
gebenen Molekiilzahlen, gegebenen Volumen und gegebener
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« Inergie die Entropie nach Gibbs bestimmen, so ist man ge-
nitigt, nicht nur die gegebenen Werte der Molekiilzahlen, des
Volumens und der Energle ins Auge zu fassen, sondern auch
.wendlich viele andere Werte aller dieser Grofen mit in die
Rechnung hineinzuziehen. So hat man z B., trotzdem das
Volumen gegeben ist, bei der Berechnung der Entropie stets
alle diejenigen Komplexionen zu berticksichtigen, bei welchen
(lug System irgend ein Volumen einnimmt, das kleiner ist als
das gegebene. Und ebenso verhilt es sich mit der Energie:
"Nicht nur die gegehene Energie ist zu betrachten, sondern
uneudlich viele andere mehr oder weniger weit abliegende
Werte der Energie. Dagegen hat man bei der Berechnung
der Kntropie nach Boltzmann von vornherein und prinzipiell
tur diejenigen Komplexionen zu berticksichtigen, welche mit
dem gegebenen Zustande in aller Strenge vereinbar sind. Un-
bestimmt und daker den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit unter-
worfen ist hier nicht, wie bei Gibbs, die Molekiilzahl, das
Volumen und die Energie des ganzen Systems, sondern viel-
mehr die spezielle Komplexion, die mit den bestimmt vor-
geschriebenen Werten Jener Grofen vereinbar ist. Nach diesem
Gesichtspunkte beurteilt, erscheint die Boltzmannsche Auf-
fassung  dor Entropie betrichtlich einfacher und sachgemaBer.

Die endgiltige Entscheidung der Frage nach der all-
gomeinsten und rationellsten Definition der Entropie kann aber,
Ve schon in den einleitenden Worten dieses Aufsatzes hervor-

 thoben wurde, nur durch die Berechnung der Entropie fiir

solche Zustinde geliefert werden, welche von dem wahrschein-

j'li(:hstel? Zustande merklich abweichen. Fir diesen Fall hat
Mn Gibbs, soviel ich sehe, tiberhaupt keine allgemeine Vor-

schrift gegeben, da er derartige Zustinde nur insoweit be-
handelt, gl sie sich aus stationiren Zustinden zusammen-
?\fit;ze}r; lassen. " Die Boltzmannsche Definition dagegen reicht,
oL elannt, ohpe weiteres auch fir Zustinde mit ganz be-
Pt‘Lg vorgeschriebenen Lagen und Geschwindigkeiten der
1I‘t1k61 aus.

" Daher glaube ich als Resultat dieser Untersuchung aus-
f red;eh. zu diirfen, daB die auf den ersten Anblick bestechende
Bemeinheit, welche Gibbs der Fassung seiner verschiedenen

efinit , . . . .
Nitionen der Entropie gegeben hat, indem darin auf die
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Natur des betrachteten Systems gar keine Riicksicht genomy, 1
wird, erkauft ist durch eine Beschrankung ihrer physikalisehe]‘l
Bedeutung. Fir alle veversiblen Vorgiinge werden die'Giby,
schen Definitionen dieselben guten Dienste leisten, wie mehpyg,
andere schon vorliegende Definitionen mehr formaler Natur:
Fir irreversible Vorginge dagegen, welche der Entropie ey
ihre eigentliche Bedeutung geben und welche allein g
Schliissel zum vollen Verstindnis des Warmegleichgewichy,
liefern, erweist sich die Boltzmannsche Definition der ¥y
tropie unter allen bisher bekannten bis jetzt als die sag),
gemilieste und leistungsfihigste.

Berlin, 24. Juli 1908.

(Eingegangen 26. Juli 1908.)




