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9. Eine Theorie der Grundlagen der Thermo i
dynamik; von A. Einstein.

In einer neulich erschienenen Arbeit habe ich geyelf,l
daB die Satze vom Temperaturgleichgewicht und der Entropm*
begriff mit Hilfe der kinetischen Theorie der Wirme py,
geleitet werden konnen. Es drangt sich nun naturgemsf &i
Frage auf, ob die kinetische Theorie auch wirklich notwenj,:
ist, um jene Fundamente der Warmetheorie herleiten zu kOnne»,
oder ob vielleicht bereits Voraussetzungen allgemeinerer gy
dazu gentigen kénnen. Dal dieses letstere der Fall ist, y;
durch welche Art von Uberlegungen man zum Ziele gelang|
kann, soll in dieser Abhandlung gezeigt werden.

§ 1. Uber eine allgemeine mathematische Darstellung der vy
génge in isolierten physikalischen Systemen.

Der Zustand irgend eines von uns betrachteten phys,
kalischen Systems sei eindeutig bestimmt durch sehr viels: m‘
skalare Groen p,, p,...p,, welche wir Zustandsvamabe]l
nennen. Die Anderung des Systems in einem Zeitelement;
ist dann durch die Anderungen d Py 4py . . - dp, bestimn
welche die Zustandsvariabeln in jenem Zeltelement erleiden,

Das System sei isoliert, d. h. das betrachtete System stel;
mit anderen Systemen nicht in Wechselwirkung. Es ist dan
klar, daB der Zustand des Systems in einem bestimmten Zei:
moment in eindeutiger Weise die Veréinderung des System
im nichsten Zeitelement d¢, d. h. die GroBen dp,, dp, ... d;
bestimmt. Diese Aussage ist gleichbedeutend mit einem Syster
von Gleichungen von der Form:

M B gy op) =1 i=m),

wobei die ¢ eindeutige Funktionen ihrer Argumente sind.
Fiir ein solches System von linearen Differentialgleichungs
existiert im allgemeinen keine Integralgleichung von der For

v(p, - .. p,) = konst.,
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welche die Zeit nicht explizite enthalt. Fir das Gleichungs-
system aber, welches die Verinderungen eines nach auBen
abgeschlossenen, physikalischen Systems darstellt, miissen wir
annehmen, daB mindestens eine solche Gleichung besteht, nim-
lich die Energiegleichung:

E(p,...p,) = konst.

Wir nehmen zugleich an, daf keine weitere, von dieser unab-
hingige Integralgleichung solcher Art vorhanden sei.

§ 2. Uber die stationﬁre Zustandsverteilung unendlich vieler
isolierter physikalischer Systemse, welche nahezu gleiche Energie
besitzen.

Die Erfahrung zeigt, daB ein isoliertes physikalisches
System nach einer gewissen Zeit einen Zustand annimmt, in
welchem sich keine wahrnehmbare GroBe des Systems mehr
mit der Zeit dndert; wir nennen diesen Zustand den stationfiren.
Es wird also offenbar nétig sein, daB die Funktionen ¢, eine
gewisse Bedingung erfilllen, damit die Gleichungen (1) ein
solches physikalisches System darstellen konnen.

Nehmen wir nun an, daB eine wahrnehmbare GroBe stets
durch einen zeitlichen Mittelwert einer gewissen Funktion der
Zustandsvariabeln p, ... p_  bestimmt sei, und daB diese Zu-
st;ndsvariabeln Py - .- p, immer wieder dieselben Wertsysteme
mit stets gleichbleibender Héufigkeit annehmen, so folgt aus
dieser Bedingung, welche wir zur Voraussetzung erheben wollen,
lI.n't- Notwendigkeit die Konstanz der Mittelwerte aller Funk-
Uonen der GréBen p, ...p,; nach dem obigen also auch die
Konstanz jeder wahrnehmbaren GroBe.

Diese Voraussetzung wollen wir genau prizisieren. Wir
betrachten ein physikalisches System, welches durch die Glei-
chungen (1 dargestellt und dessen Energie Z sei, von einem
he]iebigen_ Zeitpunkte an die Zeit 7 hindurch. Denken wir
Uns ein beliebiges Gebiet 7' der Zustandsvariabeln p, ... p,
gewihlt, so werden in einem bestimmten Zeitpunkt der Zeit 7
die. Werte der Variabeln 2 ... p, in diesem Gebiete I ge-
Jegen sein, oder sie liegen auBerhalb desselben; sie werden
also wihrend eines Bruchteiles der Zeit 7. welchen wir =
nem-len wollen, in dem gewihlten Gebiete I' liegen. Unsere
Bedmglmg lautet dann folgendermafen: Wenn p, ... p, Zu-
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standsvariable eines physikalischen Systems sind, also eing,
Systems, welches einen stationiren Zustand annlmmt, SO g,
sitzt die Grofle /T fir 7'=oo fiir jedes Gebiet 7/ einen
stimmten Grenzwert. Dieser Grenzwert ist fir jedes uney
lich kleine Gebiet unendlick klein.

Auf diese Voraussetzung kann man folgende Betrachtung
griinden, Seien sehr viele (&) unabhiingige physikal sehe
Systeme vorhanden, welche simtlich durch das nimliche Q.
chungssystem (1) dargestellt selen. Wir greifen einen beliehig,
Zeitpunkt ¢ heraus und fragen nach der Verteilung der mog\
lichen Zustinde unter diesen & Systemen, unter der Voray |
setzung, daB die Energie E aller Systeme zwischen E* g |
dem unendlich benachbarten Werte E* 4+ & E* liege. Aueé
der oben eingefithrten Voraussetzung folgt sofort, daf dle
Wahrscheinlichkeit dafir, daB die Zustandsva.rla,be]n eines 7. |
fillig herausgegriffenen der N Systeme in der Zeit ¢ 1nnerhalb‘
des Gebietes I liegen, den Wert |
{

. T H

}x—m 7 konst. [

habe, Die Zahl der Systeme, deren Zustandsvariable in der
Zeit ¢ innerhalb des Gebietes I' liegen, ist also: !
. T H

also eine von der Zeit unabhingige Grife. Bezeichnet g en:
in allen Variabeln unendlich kleines Gebiet der Koordinate:
Pi -« Py, 80 ist also die Anzahl der Systeme, deren Zustands
variable zu einer beliebigen Zeit das beliebig gewihlte u-
endlich kleine Gebiet g erfillen: :

@ dN=z¢(p,...p fdpl... 2.

Die Funktion ¢ gewinnt man, indem man die Bedinguy
in Zeichen faBt, daB die durch die Gleichung (2} ausgedriick
Zustandsverteilung eine stationdre ist. Es sei im speziele
das Gebiet g so gewihlt, daB p, zwischen den bestimmia
Werten p, und p, + dp,, p, zwischen p, und p,+dp, ...}
zwischen p_ und p, 4+ dp, gelegen ist, dann ist fir die Zeit!

dN,=¢(p,...p).dp, .dp,...dp,,
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wobei der Index von d& die Zeit bezeichnet. Mit Beriick-
sichtigung der (leichung (1) erhilt man ferner fiir die Zeit
t - dr und dasselbe (Gebiet der Zustandsvariabeln

yY=n

a &4
—d N = DIEE) g ap ds,

Y Sl
d] ip,

i+ de
v=1

Da aber d N, = d N, ,, ist, da die Verteilung eine stationire
1st, so 1st

& (e gv)
“op 0
Daraus ergibt sich
- N0 NV ollgy) o NVolloge) dpy _ dloge)
dpr dp, P T L Ep, A T Tdt

wobei d(loge)/d¢ die Verinderung der Funktion loge fiir ein
cinzelnes System nach der Zeit unter Beriicksichtigang der
zeitlichen Verinderung der GroBen p, bezeichnet.

Man erhalt ferner:
Y= a
Py
-—fdt E v 8)
= e v=1

Die unbekannte Funktion y ist die von der Zeit unabhingige
1nt6grationskonstante, welche von den Variabeln p, ... p, zwar
abbiingen sie Jedoch, nach der im § 1 gemachten Voraus-
setzung, nur in der Kombination, wie sie in der Energie
“ftreten, enthalten kann.

Da aber v (B) = (8% = konst. fiir alle & betrachteten

CGJfSt‘ime ist, reduziert sich fir unseren Fall der Ausdruck
HUE g gnfs

‘& =g—m+w(E)'

¥=n

fd, 3o
i O Py

& = konst. e =1 = konst, e- ™,

“ch dem obigen ist nun:

d N = konst. e‘mfdpl v dp.
g
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Der Kinfachheit halber fithren wir nun neue Zustan(
variabeln fir die betrachteten Systeme ein; sie mogen mit
bezeichnet werden. Es ist dann:

-~
;

. e ™

Dip, ... pa
g

wobel das Symbol D die Funktionaldeterminante bedeyt,
— Wir wollen nun die neuen Koordinaten so wihlen, dap
D(n’,' . 71,,)7
Dipy . pa
werde. Diese Gleichung libt sich auf unendlich viele Ap
befriedigen, z. B. wenn man setzt:

=M =

Ty =Ps
T3 = Ps 7:1=fe—’“.dpl.
nﬂzpﬂ

Wir erhalten also unter Benutzung der neuen Variabeln
dN = konst.fdnl coodm,

Im folgenden wollen wir uns stets solche Variabeln eingefi]
denken.

g 3. Uber die Zustandsverteilung eines Systems, welches sir
System von relativ unendlich groBer Bnergie beriihrt.

Wir nehmen nun an, daB jedes der & isolierten Syster
aus zwel Teilsystemen = und ¢, welche in Wechselwirku
stehen, zusammengesetzt sei. Der Zustand des Teilsystems
mdge durch die Werte der Variabeln 77, ... IT;, der Zusts
des Systems ¢ durch die Werte der Variabeln z, ... x|
stimmt sein. Ferner setze sich die Energie E, welche :
jedes System zwischen den Werten E* und E* + J E* lig
mag, also bis auf unendlich kleines gleich £* sein soll,
auf unendlich kleines, aus zwei Termen zusammen, von der
der erste A/ nur durch die Werte der Zustandsvariabeln von
der zweite 5 nur durch die der Zustandsvariabeln von ¢’
stimmt sei, sodaB bis auf relativ unendlich kleines gilt:

E=H{ 1.
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Zwei in Wechselwirkung stehende Systeme, welche diese Be-
dingang erfilllen, nennen wir zwei sich berithrende Systeme.
Wir setzen noch voraus, daB 7 gegen A unendlich klein sei.

Fir die Anzahl 44, der N-Systeme, deren Zustands-

variabeln 17, . .. II, und =, ..., in den Grenzen zwischen
H owd I +dIL, I, und IT, + dII, .. . I, und I, -4 II;
und w; wnd w4+ day, m, und 7, +dn, ... 7, und =, + dx,

liegen, ergibt sich der Ausdruck:
dN, =C.dIl, ... dI.d=, ...dn=,
wohei C eine Funktion von & = H 4 % sein kann.

Da aber nach der obigen Annahme die Energie eines
jeden betrachteten Systems bis auf unendlich kleines den
Wert B* besitzt, so konnen wir, ohne an dem Resultat etwas
zu Gndern, € durch konst.e—2%E* = konst. e=2(# + 7 ersetzen,
wobei h eine noch niher zu definierende Konstante bedeutet.
Der Ausdruck fiir 4 N, geht also iiber in:

dN, = konst.e~2"&+m dII ...dIl,.dx, ... dmx,.
Die Anzahl der Systeme, deren Zustandsvariabeln = zwischen
den angedeuteten Grenzen liegen, wabrend die Werte der

Variabeln IT keiner beschrinkenden Bedingung unterworfen
ind, wird sich also in der Form

d N, = konst.e~24n dx ... dnzfe—g"ﬂdljl oo dI

larstellen lassen, wobei das Integral iiber alle Werte der I7

uszudehnen ist, denen Werte der Energie H zukommen, welche

‘Wischen B* — 5 und E*+ S E* — g gelegen sind. Wiire die

Integration ausgefithrt, so hitten wir die Zustandsverteilung

ler Systeme o gefunden. Dies ist nun tatsichlich méglich.
Wir setzen:

fe"?hﬂ.dﬂl .. dIT =y (B),

hei die Integration auf der linken Seite tiber alle Werte
er Variabeln zy erstrecken ist, fiir welche & zwischen den be-
Ummten Werten # und E4-3 E* liegt. Das Integral, welches
M Ausdruck d N, auftritt, nimmt dann die Form an

,1 ¥ (B* =),

T, da gy gegen F* unendlich klein ist:

2 (E") — ¥ (B%).m.

iy
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LBt sich also 2 so wihlen, dab y'(£*) = 0, so redy;
sich das Integral auf eine vom Zustand von o unabhiiy,
(Frofe.

Es 148t sich bis auf unendlich kleines setzen:

By =25 [ .. QI = e=2"5 o (B),

wo die Grenzen der Integration gleich sind wie oben, uy
eine neue Funktion von Z bedeutet.
Die Bedingung fiir 2 nimmt nun die Form an:
¥ (B% = =21 5% (o (B%) — 2 hoo (B¥)} == 0,
folglich:
A
= %_&'(E*) .
s sei 2 in dieser Weise gewiabhlt, dann wird der Ausdn
fir d &, die Form annehmen:

(3) d N, = konst.e~%4ndq, ... dm,.

Bei geeigneter Wahl der Konstanten stellt dieser Ausdm
die Wahrscheinlichkeit dafiir dar, daB die Zustandsvariah
eines Systems, welches ein anderes von relativ unendlich grof
Energie beriihrt, innerhalb der angedeuteten Grenzen lieg
Die GrioBe & hingt dabei lediglich vom Zustande jenes Systems
von relativ unendlich grofier Energie ab.

§ 4. Uber absolute Temperatur und ‘Wirmegleichgewicht.

Der Zustand des Systems ¢ hiangt also lediglich voa ¢
GroBe 2 ab, und diese lediglich vom Zustande des Systems.
Wir nemnnen die GréBe 1/4hx = T die absolute Temperat
des Systems 3, wobei » eine universelle Konstante bedeut

Nennen wir das System ¢ ,,Thermometer®, so konnen v
sofort die Sitze aussprechen:

1. Der Zustand des Thermometers hiingt nur ab von d
absoluten Temperatur des Systems =, nicht aber von der A
der Berithrung der Systeme = und o.

2. Erteilen zwei Systeme = und =2, einem Therw
meter ¢ gleichen Zustand im Falle der Berithrung, so b
sitzen sie gleiche absclute Temperatur, und erteilen folglt
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sinem anderen Thermometer ¢ im Falle der Bertithrung eben-
‘alls gleichen Zustand.

Seien ferner zwei Systeme | und =, in Beriithrung mit-
sinander und =) auflerdem in Berithrung mit einem Thermo-
neter 4. Hs hangt dann die Zustandsverteilung von o ledig-
ich von der Knergie des Systems (2| + 2}), bez. von der
Sriffe A1,9 ab.  Denkt man sich die Wechselwirkung von
Y und =, unendlich langsam abnehmend, so #ndert sich
ladurch der Ausdruck fir die Energie ;o des Systems
2 4+ =) nicht, wie leicht aus unserer Definition von der
Beriihrung und dem im letzten Paragraphen aufgestellten Aus-
Iruck fiir die Griéfe A zu ersehen ist. Hat endlich die
Weehselwirkung ganz aufgehdrt, so hiangt die Zustandsver-
eilung von g, welche sich wahrend der Trennung von X und X,
richt Bodert, nunmehr von = ab, also von der GriBe Aj;
#obei der Index die Zugehorigkeit zum System 3 allein an-
leuten soll. Ks ist also:

hy=h,.

Durch eine analoge SchluBweise hitte man erhalten kdnnen:

hz = hlz’
so

A

= A

1 2

sder in Worten: Trennt man zwei sich bertthrende Systeme =)
i 3, welche ein isoliertes System (2, -+ 2,) von der absoluten
Pemperatur 7 bilden, so besitzen nach der Trennung die nun-
n:ﬁlhrigen isolierten Systeme 3| und 3, gleiche Temperatur.
:\’lr denken uns ein gegebenes System mit einem idealen
7as¢ in Bertthrung. Dieses Gas sei unter dem Bilde der
Hlgtischen Gastheorie vollkommen darstellbar. Als System o
elrachten wir ein einziges einatomiges Gasmolekil von der
Hasse @, dessen Zustand durch seine rechtwinkligen Koordi-
Wen , », z und die Geschwindigkeiten £, 7, & vollkommen
'stimmt sei, Wir erhalten dann nach § 8 fiir die Wahr-
C!‘feinhchkeit, daBl die Zustandsvariabeln dieses Molekiiles
Vischen den Grenzen z und z4dz... und S+ dE liegen,
i bskannten Maxwellschen Ausdruck:

d i = konst. e= B Ftt S Ja 4L
Atualen gep Physik. IV. Folge. 11, 12
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]

Daraus erhalt man durch Integration fir den Mittelwert i,

lebendigen Kruft dieses Molekiiles

SE+r =5

Die kinetische Gastheorie lehrt aber, daB diese GroBe }y
konstantemm Volumen des Gases proportional dem vom Gag
ausgeiibten Drucke ist. Dieser ist definitionsgemialB der j
der Physik als absolute Temperatur bezeichneten GroBe prg.
portional, Die von uns als absolute Temperatur bezeichnes,
Grobe ist also nichts anderes als die mit dem Gasthery,.
meter gemessene Temperatur eines Systems.

§ 5. Uber unendlich langsame Prozesse.

Wir haben bisher nur Systeme ins Auge gefaBt, welchs
sich im stationfren Zustande befanden. Wir wollen nun auc}
Verdnderungen von stationiren Zustinden untersuchen, jedoc)
nur solche, welche sich so langsam vollziehen, daBl die in einep
beliebigen Momente herrschende Zustandsverteilung von de

stationiren nur unendlich wenig abweicht; oder genauer ge. i
sprochen, . daB in jedem Momente die Wahrscheinlichkeit, duj |

die Zustandsvariabeln in ¢inem gewissen Gebiete G liegen, his |

auf unendlich kleines durch die oben gefundene Formel dar

gestellt sel. Eine solche Verfinderung nennen wir einen un
endlich langsamen Prozell.

Wenr. die Funktionen ¢, {Gleichung (1)) und die Energie £ |

]

eines Systems bestimmt sind, so ist nach dem vorigen anch:
seine stationire Zustandsverteilung bestimmt. Ein unendlich |
langsamer Prozef wird also dadurch bestimmt sein, daB sich
entweder E #ndert oder die Funktionen ¢, die Zeit explizite
enthalten, oder beides zugleich, jedoch so, dab die entsprecher. :

den Differentialquotienten nach der Zeit sehr klein sind.

Wir haben angenommen, dal die Zustandsvariabeln eines

isolierten Systems sich nach Gleichungen (i) verindern. Un-
gekehrt wird aber nicht stets, wenn ein System von Glei
chungen (1) existiert, nach denen sich die Zustandsvariabel
eines Systems #ndern, dieses System ein isoliertes sein miissen.
Es kann namlich der Eall eintreten, daf ein betrachtets
System derart unter dem EKinflul anderer Systeme sich be

3
Al
i

e
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findet, daB dieser HinfluB lediglich von Funkticnen von ver-
snderlichen Koordinaten beeinflussender Systeme abhingt, die
sich bei konstanter Zustandsverteilung der beeinflussenden
Systeme nicht dndern, In diesem Falie wird die Verindernng
der Koordinaten p, des betrachteten Systems auch durch ein
System von der Form der Gleichungen (1) darstellbar sein.
Die Funktionen ¢, werden aber dann nicht nur von der
physikalischen Natur des betreffenden Systems, sondern auch
vou gewissen Konstanten abhiéingen, welche durch die beein-
ffussenden Systeme und deren Zustandsverteilungen definiert
sind.  Wir nennen diese Art von Beeinflussung des betrachteten
Systems eine adiabatische. Es ist leicht einzusehen, daB far
lie Gleichungen (1) auch in diesem Falle eine Energiegleichung
existiort,  solange die Zustandsverteilungen der adiabatisch
beoinflussenden Systeme sich nicht indern. Andern sich die
Znstinde adiabatisch beeinflussender Systeme, so indern sich
lic Funktionen ¢, des betrachteten Systems explizite mit der
7eit, wobei in jedem Moment die Gleichungen (1) ihre Giltig-
keit behalten, Wir nennen eine solche Anderung der Zustands-
vorletlung des betrachteten Systems eine adiabatische.
. Wir betrachten nun eine zweite Art von Zustandsver-
iderungen eines Systems 3. Es liege ein System = zu
f’”““le, welches adiabatisch beeinflaBt sein kann. Wir nehmen
:S;l d“?’ dﬂ'S System 3 in der Zeit t=0 mit einem System 2
o \‘;ﬁllschledener Temperatur in solche. Wechselwirkung trete,
fl‘-muu” 1Sle oben als , Beriihrung* bezeichnet 'haben, und ent-
l‘utiu-enLaS SZ_‘Stem P nach der zum Ausglelch_ der Tempfa-
et "’fm -avund"P nitigen Zeit. Es hat sich da-nn d%e
‘ﬂei(:})mm:on < getndert. Wﬁhrend des Prozesses sind die
ahey gﬁlii? (1) von ?’ ungﬁ}tlg, vor und nach dem Prozesse
J”“’j*fsqe :l:', “YObel die Fllx?ktlonen ¢, vor und nach dan
Gy e Lese ben sind. Einen solchen ProzeB nennen wir
»S0pyknischen” wnd die zugefithrte Energie ,,zu-

Bofiilyty Wirmes,

\
jQd(‘r[’:;ie‘:}‘:lfii:;la;tiv unendlich kleiges 148t sich nun offen.bar
’“f“illzi-m'lepfol angsame Pf‘ozeB eines S)"stem.s 2 aus einer
p-‘-"]"’lfstzheu Progze ¥Yon unendh.ch kleinen ad.labatlsc.hen und iso-
m"“"blick ‘ ?Ssen konstrule?en, sodall wir, um einen Gesamt~
0 erhalten, nur die letzteren zu studicren haben,

12%
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§ 6. Uber den Entropiebegriff.

Es liege sin physikalisches System vor, dessen mmmemanei
Zustand durch die Werte der Zustandsvariabeln PP, val,
kommen bestimmt sei. Dieses System mache einen kleinen‘j?
unendlich langsamen ProzeB durch, indem die das Syste
adiabatisch beeinflussenden Systeme eine unendlich kleine 7, .
standsverinderung erfahren, und auBerdem dem betrachteten,‘
System durch berithrende Systeme Energie zugefithrt wpy :
Wir tragen den adiabatisch beeinflussenden Systemen daduy!
Rechnung, daB wir festsetzen, die Energie £ des betrachteten
Systems sei auBer von p,...p, noch von gewissen Py
metern 4, 4, . .. abhingig, deren Werte durch die Zustalmé.;
verteilungen der das System adiabatisch beeintlussenden Systey,
bestimmt seien. Bei rein adiabatischen Prozessen gilt inl
jedem Moment ein (Gleichungssystem (1), dessen Funkuonengc;
auber von den Koordinaten p, auch von den langsam vg !
anderlichen GréBen 1 abhingen, es gilt dann auch bei ddla
batischen Prozessen in jedem Moment die Energiegleichuljgf'
welche die Form besitzt:

2 in =0

Wir untersuchen nun die Energiezunahme des Systems wihrey:
eines beliebigen unendlich kleinen,unendlich langsamen Prozassy
Fiir jedes Zeitelement d¢ des Prozesses gilt: ‘

) dB= D di+ D LEap

Hiir einen unendlich kleinen isopyknischen Prozefl Verschwindm!
in jedem Zeitelement simtliche dA, mithin auch das et
Glied der rechten Seite dieser Gleichung. Da aber 4B nach
dem vorigen Paragraphen fiir einen isopyknischen Prozef s
zugefihrte Warme zu betrachten ist, so ist fiir einen sold’
ProzeB die zugefithrte Warme d ¢ durch den Ausdruck:

oF
dQ = E ]?Efdp”
dargestellt.

Fir einen adiabatischen ProzeB aber, wihrend dest (‘
stets die Gleichungen (1) gelten, ist nach der Energiegleichu? 1

YOF oK
Gy A= 25, gedt=0.

i
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Andererseits ist nach dem vorigen Paragraphen fiir einen adia-
hatischen ProzeB d @ = 0, sodaB auch fiir einen adiabatischen

0 F
([Q: ZTPV dpv

sesetzt werden kann. Diese Gleichung muB also fiir einen
beliebigen ProzeB in jedem Zeitelement als giiltig betrachtet
werden. Die Gleichung (4) geht also iiber in

) dE:ngd1+dQ.

Dieser Ausdruck stellt auch bel verinderten Werten von d2
und von d @ die wihrend des ganzen unendlich kleinen Prozesses
stattfindende Veriinderung der Energie des Systems dar.

Am Anfang und am Ende des Prozesses ist die Zustands-
verteilung des betrachteten Systems eine stationire und wird,
wenn das System vor und nach dem Prozesse mit einem
Systeme von relativ unendlich groBer Energie in Berithrung
steht, welche Annahme nur von formaler Bedeutung ist, durch
tie Gleichung definiert von der Form:

d W = konst,e=24F dp ... dp_

ProzeB

=ec—?hE.dpl. . .dP“;

W‘jbei d W die Wahrscheinlichkeit dafir bedeutet, daB die
Werte der Zustandsvariabeln des Systems in einem beliebig
}}‘fl‘mlsgﬂgriffenen Zeitmoment zwischen den angedeuteten Grenzen
fiegen.  Diie Konstante ¢ ist durch die Gleichung definirt:

(D) fﬁc‘_ghE-dpl"'dpn

Wobei die Integration tber alle Werte der Variabeln zu er-
Strecken jgt,

1

. Gelte Gleichung (5) speziell vor dem betrachteten Prozesse,.
" 8ilt nach demselben:

( f(_c+dc)b2(f+dh E Qf_‘id;.
W) J e ' )( +zﬂf- ),dpl...dpn=1

LT . . . .
' 4us den beiden letzten Gleichungen ergibt sich:

.f‘((lc‘*?ﬁ]d/c—u 2];2‘%?.d?.).e“-—?f\'E.d_pl.-.ﬂ’Pn=O;~

I
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oder, da bel der Integration der Klammerausdruck als eing
Konstante gelten kann, da die Energie Z des Systems y,,
und nach dem Prozesse sich nie merklich von einem bestimmte,
Mittelwerte unterscheidet, und unter Beriicksichtigung v,
Gleichung (5): )
(6" de—2Fdh—2h > 92 d1=0.
Nach Gleichung (4) tst aber:
—QhdE + th’%‘f_dz +2hdQ =0
und durch Addition dieser beiden Gleichungen erhilt man.
24.dQ =d2hE — ¢

oder, da 1/4h=2x.T

E

a9 =d(7;—2xc)=d8.

Diese Gleichung sagt aus, das d @/T ein vollstandiges Differentjy |
einer GroBe ist, welche wir die Entropie § des Systems nenng, -
wollen. Unter Beriicksichtigung von Gleichung (5) erhiilt map, |

§=24@hE—c)= 2 ¢ Q;elogfe"?h‘?dpl...dpn,

wobei die Integration iber alle Werte der Variabeln zu e
strecken ist.

& 7. Uver die Wahrscheinlichkeit von Zustandsverteilungen,

Um den zweiten Hauptsatz in seiner allgemeinsten Fomn
herzuleiten, miissen wir die Wahrscheinlichkeit von Zustands .
verteilungen untersuchen. 1

Wir betrachten eine sehr grofie Zahl (V) isolierte Systeme,
welche alle durch das nimliche Gleichungssystem (1) darstellbar
seien, und deren Energie bis auf unendlich kleines #ibereir
stimme. Die Zustandsverteilung dieser A Systeme Bt sich
dann jedenfalls darstellen durch eine Gleichung von der Form:
2 dN=¢(p ...p,0dp,...dp,,
wobel & im allgemeinen von den Zustandsvariabeln p,...p
und auBerdem von der Zeit explizite abhéngt. Die Funktiont.
charakterisiert hierbei die Zustandsverteilung vollstandig.

Aus § 2 geht hervor, daB, wenn die Zustandsverteilun
koustant ist, was bei sehr groBen Werten von ¢ nach unseré
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Voraussetaungen stets der Fall ist, ¢ =konst. sein muB, sodaB
also fir eine stationdre Zustandsverteilung

dN=konst.dp,...dp,
ist.

Daraus folgt sofort, dab die Wahrscheinlichkeit 4 # dafiir,
daBb die Werte der Zustandsvariabeln eines zufillig heraus-
gegriffenen der & Systeme, in dem unendlich kleinen, innerhalb
der angenommenen Knergiegrenzen gelegenen Gebiete g der
Zustandsvariabeln gelegen sind, der Ausdruck:

dW = konst.fdpl ...dp,.
g
Dieser Satz 1aBt sich auch so aussprechen: Teilt man das
giize in Betracht kommende, durch die angenommenen Energie-
grenzen bestimmte Gebiet der Zustandsvariabeln in 7 Teil-

gebiete g, g, ... g, derart, dab

4 g2 9,
il bezeichnet man mit W, W, ete. die Wahrscheinlichkeiten
d“fﬁ}‘; dal die Werte der Zustandsvariabeln des beliebig heraus-
tegriffenen Systems in einem gewissen Zeitpunkt innerhalb
Bty o liegen, s0 Ist

W= Wy=...= =1

husti}zlmglenta.ne Zugeh.'dren des bet.rachteten Systems zu einem
SC]!eianlen. dieser Gebmt? 9149, ist alsq genau ehenso W'ahr-
Obietec 1, als das Zugehéren zu irgend einem anderen dieser
*J’%telxz;: Wah‘rscheinlich]‘xeit dafiir, d‘aB von N betrachteten
ety (» I einer Zuf:é,lllg herausgegriffenen Zeit & zum Ge-

Jo & zum Gebiete g,...s zum Gebiete g, gehoren,

ist, itlsg
e 1NN N
W=y =-
kz) NI

ooy
dey duch, gy . . ‘ .
1 8 - . ¢, als sehr grofe Zahlen zu denken sind:

i

H

log # = konst, —

J

tloge.

g=1



184 A. Einstein.

Ist 7 groB genug, so kann man hierfiir ohne merklicken Fejy,
sefzen:

3

log # = konst. —fslogsdpl...d.p“.

l

In dieser Gleichung bedeutet /" die Wahrscheinlichkeit d,ym
daB die bestimmte, durch die Zahlen . s,...¢, bez. duyy|
eine bestimmte Funktlon g von p,...p, gemaB Gleichung 19,
ausgedriickte Zustandsverteilung zn einer bestimmten Zei{
herrscht.

Wiare in dieser Gleichung ¢ =konst., d. h. von den p, |
abhingig zwischen den betrachteten anglegrenzen, g0 Wdrgé
die betrachtete Zustandsverteilung stationdr, und, wie lejg
zu beweisen, der Ausdruck fiir die Wahrschein]ichkeit W
Zustandsverteilung ein Maximum. Ist & von den Werten gy
p» abhingig, so lLifit sich zeigen, daB der Ausdruck fiir logy
fir die betrachtete Zustandsverteilung kein Extremum besity
d. h. es gibt dann von der betrachteten Zustandsverteilung'
unendlich wenig verschiedene, fiir welche /» griofer ist.

Verfolgen wir die betrachteten A Systeme eine beliehige
Zeit hindurch, so wird sich die Zustandsverteilung, also auch §
bestandig mit der Zeit dndern, und wir werden anzunehme
haben, daB immer wahrscheinlichere Zustandsverteilungen
unwahrscheinliche folgen werden, d. h. dal /" stets zunimmi
bis die Zustandsverteilung konstant und # ein Maxunum gt
worden ist.

In den folgenden Paragraphen wird gezeigt, dal awl
diesem Satze der zweite Hauptsatz der Thermodynamik g
folgert werden kann.

Zunichst ist:

..fe’loga'dpl...dpnz—felogedpl...dp",

wobei durch die Funktion ¢ die Zustandsverteilung der N Systent,
zu einer gewissen Zeit ¢ durch die Funktion & die Zustand
verteilung zu einer gewissen spiteren Zeit ¢ bestimmb, wi
die Integration Dbeiderseits iiber alle Werte der Variabeln
erstrecken ist. Wenn ferner die GroSen loge und logs i
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ainzelnen unter den & Systemen sich nicht merklich von ein-
amler unterscheiden, so geht, da

fédpl---dpn=Ie’dpl...dpn =N,
e letzte Gleichung ftiber in:

(6) —loge = — loge.

% 8. Anwendung der gefundenen Resultate auf einen
bestimmten Fall.

Wir betrachten eine endliche Zahl von physikalischen
Systemen o), o, ..., welche zusammen ein isoliertes System
bilden, welches wir Gesamtsystem nennen wollen, Die Systeme
My 0y - .« sollen thermisch nicht merklich in Wechselwirkung
stchen, wohl aber kénnen sie sich adiabatisch beeinflussen.
Dio Zustandsverteilung eines jeden der Systeme o), 6, .. ., die
vir Teilsysteme nennen wollen, sei bis anf unendlich kleines
¢ine stationire. Die absoluten Temperaturen der Teilsysteme
kinven beliebig und voneinander verschieden sein.

Die Zustandsverteilung des Systems o, wird sich nicht
merklich von derj enigen Zustandsverteilung unterscheiden, welche
gelten wiirde, wenn ¢, mit einem physikalischen System von
derselben Temperatur in Berithrung stinde. Wir kénnen daher
dessen Zustandsverteilung durch die Gleichung darstellen:

_ cm‘zhr)Euf
dw, =¢ b dp(ll)...dp&g,
g

¥obei die Indizes (1) die Zugehorigkeit zum Teilsystem o, an-
denten sollen.

. Analoge Gleichungen gelten fir die itbrigen Teilsysteme.
7:11 die au.genblicklichen Werte der Zustandsvariabeln der ein-
S‘(; '1€‘r11 Teilsysteme von denen der anderen unabhéngig sind,
; Cr :alt.en wir fiir die Zustandsverteilung des Gesamtsystems
e Gleichung von der Form:

{1 ¢,—2h, E,
1) dw=dwl.dwz,,_ =eZ fdp]---dp,,,
g

wobei ¢ . . .

(lu)smg ld'ie 'SUIl.lmatlon tiber ‘alle Systeme, die Integration uber

'leinee lfblfg,e In allen Variabeln des (Gesamtsystems unendlich
Gebiet ¢ zu erstrecken ist.
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Wir nehmen nun an. dal die Teilsysteme ¢, 0, . .. 11&&
einer gewissen Zeit in beheblge Wechselwirkung zuemadd‘
treten, bei welchem Prozesse aber das Gesamisystem g,
ein isoliertes bleiben mége. Nach Verlauf einer gewissen Ze
mige ein Zustand des Gesamtsystems eingetreten sein, ha.
welchem die Teﬂsysteme o). 0, . .. einander thermiseh yjy -
beeinflussen und bis auf unendlich kleines sich im stutiongy, -
Zustand befinden.

Es gilt dann fir die Zustandsverteilung des Gesamisysty, '
eine Gleichung, welche  der vor dem Prozesse giltigen an
kommen analog ist:

C—2L
(1) dw =dw/ . dw, ... =e¢ f fdpl

Wir betrachten nun A solcher Gesamtsysteme. Fir jely
derselben gelte bis auf unendlich kleines zur Zeit ¢ die Glg:
chung (7), zur Zeit ¢ die Gleichung (7). Es wird damn g,
Zustandsverteilung der betrachteten & Gesamtsysteme zn den
Zeiten ¢ und ¢ gegeben sein durch die Gleichungen: |

CV—QHVLV
dNt=JV.ez( ).dpl...d'pn.

AWy N e 2T gy,
Auf diese heiden Zustandsverteilungen wenden wir nun dj
Resultate des vorigen Paragraphen an. Es sind hier sowohi dig’

c= NV BZ(CV_thEp)

als auch dis
oy o)

fir die einzelnen der V Systeme nicht merklich verschiede'

sodaB wir Gleichung (6) anwenden kdnnen, welche liefert
SN E - )=S@ME -,

oder indem man beachtet, dab die Groflen 24 £ —o

2h, B, —c,, ... nach § 6 bis auf eine universelle Konstanl
mit den Entropien §,, 8, ... der Teilsysteme fibereinstimmen: -
(8 S 48+ ... =5 +8+ ...,

d. h. die Summe der Entropien der Teilsysteme eines isolierte
Systems ist nach einem beliebigen Prozesse gleich oder grobe
als die Summe der Entropien der Teilsysteme vor dem Prozess
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§ 9. Herleitung des zweiten Hauptsatzes.

Es liege nun ein isoliertes Gesamtsystem vor, dessen Teil-
systeme #, M und 2|, =, ... heiflen mbgen. Das System #,
welches wir Wirmereservoir nennen wollen, besitze gegen das
System 2/ (Maschine) eine unendlich grofe Energie. Ebenso
sei die Energie der miteinander in adiabatischer Wechsel-

wirkung stehenden Systeme 3|, 2, ... gegen diejenige der
Masching M unendlich groB. Wir nehmen an, daB die samt-
lichen Teilsysteme M, #, 2|, 3, ... sich im stationiren Zu-

stand befinden,

Es durchlaufe nun die Maschine # einen beliehigen Kreis-
prozef, wobei sie die Zustandsverteilungen der Systeme 2, 25, . ..
durch adiabatische Beeinflussung unendlich langsam #ndere,
d. h. Arbeit leiste, und von dem Systeme # die Wirme-
menge @ aufnehme. Am Ende des Prozesses wird dann die
gegenseitige adiabatische Beeinflussung der Systeme 2, 3, . ..
eme andere sein als vor dem Prozesse. Wir sagen, die
Muschine M hat die Warmemenge @ in Arbeit verwandelt.

Wir berechnen nun die Zunahme der Entropie der ein-
#eluen Teilsysteme, welche bei dem betrachteten Prozef ein-
tntt.  Die Zunahme der Entropie des Warmereservoirs # be-
:Mgt nach den Resultaten des § 6 — @/7, wenn 7 die absolute
Temperatur bedeutet, Die Entropie von M ist vor und nach
dem ProzeB dieselbe, da das System M einen KreisprozeB
durchlaufen hat. Die Systeme =, =, ... andern ihre Entropie
wihrend des Prozesses iiberhaupt nicht, da diese Systeme nur
tendlich langsame adiabatische Beeinflussung erfahren. Die

h‘“"“PieVermehrung 8§ — 8§ des Gesamtsystems erhilt also
flou Wert

. _ %
S—S_——f»-

?u tach dem Resultate des vorigen Paragraphen diese GroBe
V=3 stets =0 ist, so folgt

Diese @1 =0 .

p ’f’ brleic.huug spricht die Unméglichkeit der Existenz eines
“rpetuum mobile zweiter Art aus.

Bern, Junuar 1903.

(Eingegangen 26. Januar 1908.)



